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 The purpose of this paper is to make the structures of Galois groups of Galois 
extension fields over ℚ with rank2 clear. We use P functions which are generalizations 
of elliptic functions. We prove the theorem explained above applying the theorem 
concerning complex multiplication. We can embed Galois extension fields over ℚ 
with rank2 in equal extension fields over appropriate division quaternion algebras.




















する類体論の類似を、ガロア拡大𝐾𝑛 ℚ⁄ ではなく、四元数体𝐵のガロア拡大𝐵𝑛 𝐵⁄ に対し
て考えることである。 
 そこで、ある代数体𝑘上で定義された四元数体𝐵上の係数ガロア拡大を考える。𝑘上の
ガロア拡大体𝐾に対して、𝐵𝐾 = 𝐵 ⊗𝑘 𝐾を考えると、𝐵 ⊂ 𝐵𝐾に対して、通常のガロア理
論を適用することができる。具体的には、ガロア拡大𝐾 𝑘⁄ のガロア群を𝐺としたとき、
ガロア理論によれば、𝐺の部分群𝐻に対して中間体𝑘′, (𝑘 ⊂ 𝑘′ ⊂ 𝐾),が対応し、𝐻が正規
部分群であればガロア拡大𝐾 𝑘′⁄ のガロア群は𝐻である。これを今考えている係数ガロア
拡大に適用する。𝐵𝐾は𝐵のガロア拡大とみなすことができ、そのガロア群は𝐺である。
また、𝐵𝑘′ = 𝐵 ⊗𝑘 𝑘′とおけば、𝐵𝑘′は𝐵と𝐵𝐾の中間四元数体と考えられ、次の対応が得
られる。 
𝐵𝐾 𝐵𝑘′⁄ ⇔ 𝐻 
さらに、𝐻が𝐺の正規部分群であれば、拡大𝐵𝐾 𝐵𝑘′⁄ はガロア拡大である。 
 









（1.2） 𝑅(𝑛) = {𝑃 (𝑚), 𝑑𝑃 (𝑚), (𝑚 ∈ 𝑅 𝑛𝑅⁄ )} 
となる。 
 まず、次の補題を証明する。 
補題 1.1 𝐵を体𝑘上の四元数体とし、𝐾を𝑘の代数的拡大体とするとき、𝐵𝐾 = 𝐵 ⊗𝑘 𝐾
は𝐵の代数的拡大四元数体である。 
証明 𝐵𝐾の任意の元を𝑒とすると、第 章より、𝑒 = 𝑥 + 𝑦𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑎𝑏, (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐾)と
おくことができる。𝑛を𝐵𝐾の被約ノルムとし、𝑛𝐾 𝑘⁄ を代数的拡大𝐾 𝑘⁄ におけるノルムと
し、 
𝑛𝐾 𝑘⁄ (𝑒) = 𝑛𝐾 𝑘⁄ (𝑥) + 𝑛𝐾 𝑘⁄ (𝑦)𝑎 + 𝑛𝐾 𝑘⁄ (𝑢)𝑏 + 𝑛𝐾 𝑘⁄ (𝑣)𝑎𝑏 
と定義する。定理 1.1より、任意の𝑂でない𝐵𝐾の元𝑒に対して、𝑛(𝑒) ≠ 0を示せばよい。
今、𝐵は四元数体であり、𝑛𝐾 𝑘⁄ (𝑒)は𝑂でないので、𝑛 ∘ 𝑛𝐾 𝑘⁄ (𝑒) ≠ 0である。 
𝑛 ∘ 𝑛𝐾 𝑘⁄ (𝑒) = 𝑛𝐾 𝑘⁄ ∘ 𝑛(𝑒) 𝑛(𝑒) ≠ 0  q.e.d.  
 
 𝑅をレベル の𝐵の整環とするとき、 
（1.3） 𝑅(𝑛) = 𝑅 𝑛𝑅⁄ ≅ 𝑀2(ℤ 𝑛ℤ⁄ ) 
が成立する。また、𝑛等分点の集合𝑅(𝑛)に対して、逆元をもつ𝑅(𝑛)の元全体を𝑅(𝑛)∗とす
ると、 
（1.4） 𝑅(𝑛)∗ = (𝑅/𝑛𝑅)∗ ≅ 𝐺𝐿2(ℤ/𝑛ℤ) 
となることがわかる。 
 そこで、𝑚 ∈ 𝑅, 𝑚′ ∈ 𝑅(𝑛)とすると、𝑚𝑚′ ∈ 𝑅(𝑛)であり、エアロビック多様体𝑀2(ℝ) 𝑅⁄
の𝑛等分点(𝑃 (𝑚′), 𝑑𝑃 (𝑚′))の𝑚倍写像を次のように定義できる。 
（1.5） 𝑚 ∗ (𝑃 (𝑚′), 𝑑𝑃 (𝑚′)) = (𝑃 (𝑚𝑚′), 𝑑𝑃 (𝑚𝑚′)) 
エアロビック多様体がこのような性質を持つことを𝑀2(ℝ) 𝑅⁄ は四元数乗法を持つとい
うことにする。 
 𝑀2(ℝ) 𝑅⁄ は四元数乗法を持てば、𝑀2(ℝ) 𝑅⁄ の自己同型写像全体である𝐸(𝑀2(ℝ) 𝑅)⁄ は
𝑅と同型である。したがって、𝐸(𝑀2(ℝ) 𝑅)⁄ ⊗ℤ ℚ = 𝐵になることがわかる。 
 𝐵に𝑅(𝑛)の元全体を添加した体を𝐵𝑛とするとき、次の命題が成り立つ。 
命題 1.1 拡大𝐵𝑛 𝐵⁄ はガロア拡大である。 
証明 上で述べたことから、𝑅(𝑛)は𝐵𝑛 𝐵⁄ の自己同型群と一致することがわかる。ゆえ
に、拡大𝐵𝑛 𝐵⁄ はガロア拡大である。 （q.e.d.） 
命題 1.2 𝐺(𝑛) = 𝐺𝑎𝑙(𝐵𝑛 𝐵⁄ )は(𝑅/𝑛𝑅)∗の部分群と同型である。 




（1.6） 𝜎(𝑋 ⊕ Y) = 𝜎(𝑋) ⊕ 𝜎(𝑌 ), 𝜎(𝑚 ∗ 𝑋) = 𝑚 ∗ 𝜎(𝑋) 
が成り立つ。𝜎は𝑅(𝑛)∗に作用し、 
（1.7） 𝜎: (𝑃 (1𝑛), 𝑑𝑃 (1𝑛)) ↦ (𝑃 (𝑚𝑛), 𝑑𝑃 (𝑚𝑛)) 
となる𝑚 ∈ 𝑅, 𝑚𝑛 ∈ 𝑅(𝑛)∗が決まる。すると、他の𝑅(𝑛)∗の元(𝑃 (𝑚
′




（1.8） 𝜎 (𝑃 (𝑚
′
𝑛 ), 𝑑𝑃 (𝑚
′
𝑛 )) = 𝜎 (𝑚′ ∗ (𝑃 (1𝑛), 𝑑𝑃 (1𝑛))) 
                                     = 𝑚’ ∗ 𝜎 (𝑃 (1𝑛) , 𝑑𝑃 (
1
𝑛)) 










 𝜎𝑚は（5.7）から準同型写像であることがわかり、明らかに 対 写像でもある。した
がって、𝐺(𝑛) → (𝑅/𝑛𝑅)∗となる 対 準同型写像が存在し、𝐺(𝑛)は(𝑅/𝑛𝑅)∗の部分群と
同型である。 （q.e.d.） 
 
 𝛼 < 0, 𝛽 > 0とすると、𝛼 = (√𝛼 00 −√𝛼) , 𝑏 = (
0 1𝛽 0)とおくことによって、 
（1.9） 𝐵 = ℚ + ℚ𝑎 + ℚ𝑏 + ℚ𝑎𝑏 
と表すことができ、 
（1.10）𝐵 = {( 𝑧𝛽𝑤  𝑤𝑧 )|𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣 ∈ ℚ} , (𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑎, 𝑧 = 𝑥 − 𝑦𝑎, 𝑤 = 𝑢 + 𝑣𝑎, 𝑤 = 𝑢 − 𝑣𝑎) 
（1.11） 𝐵 = 𝐹 + 𝐹𝑏, (𝐹 = ℚ + ℚ𝑎) 
と表すこともできる。 
 
 いま、有理数体ℚにエアロビック多様体𝑀2(ℝ) 𝑅⁄ の𝑛等分点を添加した体を𝑘𝑛とおき、
𝐵にエアロビック多様体𝑀2(ℝ) 𝑅⁄ の等分点を添加した体を𝐵𝑛とおく。また、虚 2次体𝐹
に対して、𝐹の整数環𝑂によって定義される楕円曲線ℂ 𝑂⁄ の𝑛等分点を添加した体を𝐹𝑛と
おく。そして、以下のような関係を考える。 





を𝐽、℘′を割る𝐵𝑛の任意の既約左イデアルを𝐽 ′とおく。𝐹𝑛 𝐹⁄ のフロベニウス写像𝐹𝑟℘′
は𝐹𝑛 𝐹⁄ がアーベル拡大であることから、𝐹𝑟℘とおくことができる。また、ガロア拡大
𝐵𝑛 𝐵⁄ についても、フロベニウス写像𝐹𝑟𝐽 ′を考える。このとき、次の補題が成り立つ。 
 
補題 1.2 フロベニウス写像𝐹𝑟𝐽 ′は𝐹𝑟𝐽とおくことができる。 
証明 𝐵 = 𝐹 + 𝐹𝑏は四元数体であり、𝐵𝑛は𝑀2(ℝ) 𝑅⁄ の𝑛等分点を添加した体である。 
また、𝑀2(ℝ) = ℂ + ℂ𝑏, 𝑅 = 𝑂 + 𝑂𝑏であり、𝐹𝑛は𝐹にℂ 𝑂⁄ の𝑛等分点を添加した体であ
ることに注意すると、𝐵𝑛 = 𝐹𝑛 + 𝐹𝑛𝑏であることがわかる。 
 さらに、𝐽 ′の𝐵𝑛 𝐵⁄ における任意の共役左イデアルを𝐽 ′̃とおき、共役写像𝜎によって
𝜎(𝐽 ′) = 𝐽 ′̃であるとすると、𝐹𝑟𝐽 ′ = 𝜎𝐹𝑟𝐽 ′𝜎−1であるので、 
（1.13） 𝐹𝑟𝐽 ′̃(𝐵𝑛) = 𝜎𝐹𝑟𝐽 ′𝜎−1(𝐵𝑛) 
= 𝜎𝐹𝑟𝐽 ′𝜎−1(𝐹𝑛) + 𝜎𝐹𝑟𝐽 ′𝜎−1(𝐹𝑛)𝑏 
= 𝐹𝑟𝐽 ′(𝐹𝑛) + 𝐹𝑟𝐽 ′(𝐹𝑛)𝑏 
= 𝐹𝑟𝐽 ′(𝐵𝑛) 
となる。これは、𝐵𝑛 𝐵⁄ のフロベニス写像𝐹𝑟𝐽 ′は𝐵の左イデアル𝐽によってのみ決まるこ
とがわかるので、フロベニウス写像𝐹𝑟𝐽 ′は𝐹𝑟𝐽とおくことができる。 （q.e.d.） 
 




定理 1.1（Shimura[1]）𝐾を整数環𝑅𝐾をもつ虚 2 次体とし、𝐸 ℂ⁄ を𝐸𝑛𝑑(𝐸) ≅ 𝑅𝐾である
ような楕円曲線とし、𝜎(∈ 𝐴𝑢𝑡(ℂ))を複素数体の自己同型、𝑠(∈ 𝐴𝐾 ∗)を[𝑠, 𝐾] = 𝜎|𝐾𝑎𝑏を
満たす𝐾のイデールとする。ここで、[𝑠, 𝐾]は素元𝑠に対応する𝐾の Frobenius 写像であ
る。さらに、複素解析的同型𝑓: ℂ 𝑎⁄ ≅ 𝐸(ℂ)を固定する。ここで、𝑎は の分数イデアル
である。このとき、 
（1.14） 𝐾 𝑎  𝑠−1 ←←←←←←←→⁄ 𝐾 𝑠−1𝑎⁄  
   ↓𝑓              ↓𝑓 ′  
𝐸(ℂ)    𝜎   ←←←←←←←←→ 𝐸𝜎(ℂ) 
を可換とするような（𝑓と𝜎に依存する）複素解析的同型𝑓 ′: ℂ 𝑠−1𝑎⁄ ≅ 𝐸𝜎(ℂ)が存在する。 
 
定理 1.2 𝐺(𝑛) = 𝐺𝑎𝑙(𝐵𝑛 𝐵⁄ )は(𝑅 𝑛𝑅⁄ )∗と同型である。 
証明 命題 1.2 より，𝐺(𝑛)は(𝑅 𝑛𝑅⁄ )∗の部分群であることがわかっているので、𝐺(𝑛)か
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ら(𝑅 𝑛𝑅⁄ )∗への写像が全射であることを言えばよい。 
 今、𝐵と𝑅に関する𝑃関数を考え、そのℂへの制限を考える。（1.11）より、𝐵 = 𝐹 +
𝐹𝑏, (𝐹 = ℚ + ℚ𝑎)であるが、虚 次体𝐹の整数環を𝑂𝐹とし、𝑅 = 𝑂𝐹 + 𝑂𝐹 𝑏とする。その
とき、𝑃関数は 
𝑀2(ℝ) 𝑅⁄ ≅ 𝐸(𝑀2(ℝ)) 
のように、エアロビック多様体𝐸̃(𝑀2(ℝ))と同型である。𝑃関数のℂへの制限は𝑀2(ℝ) 𝑅⁄
では、ℂ 𝑂𝐹⁄ への関数の制限となる。このとき、𝑓: ℂ → 𝐸，（ここで、𝐸は𝑀2(ℂ)内のℂ 𝑂𝐹⁄
と同型な多様体）を𝑃 |𝐶 = 𝑓となる関数とすると、虚数乗法の定理 1.1より、 
𝜎(𝑓(𝑥)) = 𝑓 ′ (𝑥𝑠) , (𝑥 ∈ 𝐹 𝑎𝑏) 
となる関数𝑓 ′: ℂ → 𝐸𝜎，（ここで、𝐸𝜎は𝑀2(ℂ)内の(ℂ 𝑂𝐹⁄ )𝜎と同型な多様体）が存在す
る。ここで、素数𝑝に対応する素元を𝜋として、𝜋で決まる有理数体ℚのイデールを𝜋で表
すとすると、𝑝が 次の素数であるか 次の素数であるかに従って、𝜋 = 𝑠𝑠′または𝜋 = 𝑠
となる。ここで、𝑠′は𝑠の共役である。 
 [𝑠, 𝐾]を素元 に対応する𝐹の Frobenius写像とし、𝜎′(∈ 𝐴𝑢𝑡(ℂ))を複素数体の自己同型
で[𝑠′, 𝐾] = 𝜎′|𝐹 𝑎𝑏とすると、𝜋 = 𝑠𝑠′か𝜋 = 𝑠に従って、 
（1.15） 𝜎 ∘ 𝜎′(𝑓(𝑥)) = 𝑓′( 𝑥𝑠𝑠′) = 𝑓′(𝑥𝜋)または𝜎(𝑓(𝑥)) = 𝑓′(𝑥𝜋) 
となることがわかる。ここで、𝜎 ∘ 𝜎′はmod 𝑝で定義される写像であることに注意する。 
 他方、𝐵の最大等分拡大体を𝐵𝑇とし、素数𝑝に対して、規約左イデアル𝐽に対応する𝐵
のイデールを𝐿で表すことにすると、𝜆(∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑀2(ℝ))に対して、[𝐿, 𝐵] = 𝜆|𝐵𝑇となる𝐿
に対応する𝐵の Frobenius写像[𝐿, 𝐵]が存在することになる。ここで、𝐵𝑇はℚのランク
の最大ガロア体であるとする。𝐿の共役を𝐿′とすると、𝐿𝐿′ = 𝜋となることから、 
（1.16） 𝜆 ∘ 𝜆′(𝑓 (𝑥)) = 𝑓 ′(𝑥𝜋), (𝑥 ∈ (𝑂𝐹 𝑛𝑂𝐹 )⁄ ∗) 
が成立する。ここで、𝜆′は𝜆の共役写像である。[𝐿′, 𝐵] = 𝜆′|𝐵𝑇であることに注意する。 
 𝐵 = 𝐹 + 𝐹𝑏、𝑃 |ℂ = 𝑓であったので、（1.15）より、 
（1.17） 𝜆 ∘ 𝜆′(𝑃 (𝑋)) = 𝑃 ′(𝑋𝜋 ), (𝑋 ∈ (𝑅/𝑛𝑅)∗) 
となる。ここで、𝑃 ′は楕円関数𝑓 ′に対応する𝑃関数である。（1.14）、（1.17）より、 
（1.18） 𝜆(𝑃 (𝑋), 𝑑𝑃 (𝑋)) = (𝑃 ′(𝑋𝐿−1), 𝑑𝑃 ′(𝑋𝐿−1)), (𝑋 ∈ (𝑅 𝑛𝑅⁄ )∗) 
 𝐿に対応する既約左イデアル𝐽は(𝑅 𝑛𝑅⁄ )∗のすべての類に対して存在するから、




 この節では、ℚ上のランク のガロア拡大に関する Kronecker-Weber の定理の類似 
を考える。𝐾をℚ上のランク のガロア拡大体で、𝐾 ℚ⁄ のガロア表現  𝜌 は奇 
（det 𝜌 (複素共役) = −1）とする。このとき、𝜌 は不定符号四元数体に自然に作用する。
したがって、𝐵が不定符号四元数体であれば、𝐵𝐾 = 𝐵 ⊗ℚ 𝐾を考えることができる。こ
の節では、𝐾を適当なℚ上の四元数体 の への係数拡大体を考え、それが含む に 関
数と𝑑𝑃関数の𝑛等分値を添加した体𝐵𝑛に含まれることを証明する。 
 
定理 2.1 𝐵 = (𝑁,−𝑞ℚ )とし、ℚ(√𝑁), ℚ(√−𝑞) ⊄ 𝐾とする。そのとき、 で決まる自然数
𝑚に対して、𝐵𝐾は𝐵𝑚に含まれる。 
証明 𝐾はℚ上のランク 2 のガロア拡大体なので、𝐾 ℚ⁄ のガロア群𝐺は𝑆𝐿(2, ℂ)の有限
な部分群と同型である。𝐺の元のすべてを対角化した元からなる集合を 
（2.1） 𝐺0 = {(𝑎 00 𝑏)|𝑎, 𝑏 ∈ ℂ} 
とする。𝐺の位数は有限であるので、 
(2.2) 𝐺0,1 = {𝑎 ∈ ℂ |(𝑎 00 𝑏) ∈ 𝐺0}, 𝐺0,1 = {𝑏 ∈ ℂ |(𝑎 00 𝑏) ∈ 𝐺0} 
とすると、𝐺0,1, 𝐺0,2を含む適当な有限アーベル群?̃?0,1, ?̃?0,2が存在する。?̃?0,1, ?̃?0,2をガロ
ア群に持つℚ上のガロア拡大体を𝐾1, 𝐾2とすると、[1]の Kronecker-Weber の定理より、
𝐾1 ℚ⁄ , 𝐾2 ℚ⁄ のガロア群は、適当な自然数𝑚1, 𝑚2に対して、(ℤ/𝑚1ℤ)∗, (ℤ/𝑚1ℤ)∗に含まれ
る。ゆえに、𝑚1, 𝑚2の最小公倍数を𝑚とすると、𝐺は𝐺0の共役からなる群であるので、
𝐺 ⊂ 𝐺𝐿(2, ℤ 𝑚ℤ⁄ )となる。定理 1.2 より、𝐵𝑚 𝐵⁄ のガロア群は𝐺𝐿(2, ℤ/𝑚ℤ)(≅ (𝑅/𝑚𝑅)∗)
であるので、𝐵𝐾は𝐵𝑚に含まれる。 （q.e.d.） 
 おわりに 
 第 節の結果によって、ℚ上ランク でガロア表現が奇のガロア拡大体のゼータ関数
は、ある不定符号四元数体上のガロア群が𝐺𝐿(2, ℤ 𝑛ℤ⁄ )に同型なガロア拡大体の部分体
のゼータ関数の考察に帰着される。そこでは、四元数体の整環上の Poisson の和公式が
存在し、ゼータ関数の関数等式が得られる。また、ℚ上ランク でガロア表現が偶のガ
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